Vektoren und Vektorriaume

Im Folgenden kdnnen Sie Ihre bisherigen Vorstellungen zu Vektoren scharfen und erweitern.

Riickblick

a) Inwelchen Zusammenhdngen sind Ihnen bislang Vektoren begegnet?

b)  Erklaren Sie moglichst genau, was Sie unter einem Vektor verstehen.

c)  Erklaren Sie, was Sie unter der Addition zweier Vektoren und unter der Multiplikation eines Vek-
tors mit einer Zahl verstehen.

d) Welche Rechengesetze kennen Sie fiir das Rechnen mit Vektoren? Konnen Sie diese begriinden?

Typisch fir die Entwicklung von Begriffen in der Mathematik ist, dass Beobachtungen, die man an kon-
kreten Beispielen gemacht hat, abstrahiert beschrieben werden und dadurch ein allgemeiner Begriff
gebildet wird. Dies gilt auch fiir den Begriff des Vektors. Die folgende Definition beschreibt, welche Ei-
genschaften eine Menge haben muss, damit man sie Vektorraum und ihre Elemente Vektoren nennt.

Definition

Eine Menge V zusammen mit einer Verkniipfung +:V X V — V, die jeweils zwei Elementen v,w € V ein
Element v + w € V zuordnet, sowie mit einer Verkniipfung - : R X V. — V, die jeweils einer reellen Zahl
r € Rund einem Element v € V ein Element r - v € V zuordnet, heifst Vektorraum tiber R und ihre Ele-
mente heifen Vektoren, wenn Folgendes erfiillt ist:

Eigenschaften der Addition von Vektoren:
= Firallev,w €V gilt: v + w = w + v (Kommutativitit)
» Firalleu,v,w € V gilt: (u + v) + w = u + (v + w) (Assoziativitit)
= Esgibtein Element 0 € V, sodass fiir alle v € V gilt: v + 0 = v (neutrales Element, Nullvektor)
* Zujedem v € V gibtes ein Element —v € V, sodass gilt: v + (—v) = 0 (inverses Element, Gegen-
vektor)

Eigenschaften der Multiplikation von Vektoren mit Zahlen:
= FiralleveVlVgltl-v=v
» Firaler,s€e RundveVgilt: (r-s)-v=r-(s-v)
» Firaler,se RundveVgilt(r+s)-v=r-v+s-v
* Firaller e Rundv,weVgilttr-(v+w)=r-v+r-w

Beziige zu Bekanntem

Stellen Sie Querverbindungen zwischen dieser Definition und Ihren Uberlegungen zu Vektoren anhand
der einleitenden obigen Arbeitsauftrage her.

Beispiele

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Mengen Vektorrdume iiber R sind:

a) die Menge R der reellen Zahlen mit der iiblichen Addition und Multiplikation
b)  die Menge R3 der Tripel reeller Zahlen mit der Addition und Multiplikation

vy wy v, +wy 2] r-v
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c)

d)

die folgenden Teilmengen des Raums R3 mit den in b) definierten Verkniipfungen (Stellen Sie die
Mengen jeweils auch graphisch dar.):

U1
<U2> ER3v, =v, = 0}
V3
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U1
U2>ER3 v1+172+v3:1}

die Menge Q der rationalen Zahlen mit der {iblichen Addition und Multiplikation

die Menge der auf R definierten quadratischen Funktionen f(x) = ax? + bx + ¢ mit a,b,c € R
mit der iiblichen Addition von Funktionen und der Multiplikation von Funktionen mit Zahlen

die Menge der auf R definierten Polynomfunktionen mit reellen Koeffizienten
die Menge der auf einem Intervall definierten reellen Funktionen

die Menge der auf einem Intervall stetigen reellen Funktionen

die Menge der auf einem Intervall differenzierbaren reellen Funktionen

die Menge der geometrischen Verschiebungen als Abbildungen in einer Ebene

Weitere Eigenschaften von Vektorraumen

Aus der Definition von Vektorraumen lassen sich weitere Eigenschaften ableiten, die damit fiir alle Vek-
torraume gelten. Folgern Sie aus der Definition:

a)

b)
c)

FiralleveVgilt:0-v =20
(Beachten Sie, dass das Zeichen 0 hier einmal fiir eine Zahl und einmal fiir einen Vektor steht.)

Fluraller e Rgilt:r-0=20

Es gibt genau ein neutrales Element in V. In anderen Worten: Sind 0 und 0* neutrale Elemente,
dannist0 = 0",
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